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KERATAN EMAS 
A l i  b i n  Atidul Rallman 
.Tabatan Matrmnt i k  
U n i v e r s i t i  Tekno loc i  Ma lays i a  
Nombor bukan-uishah yang p a l i n g  b i a s a  d i -  
g m a k a n  i a l a b  na i  d m  e ,  mungkin k e r a n a  
masinc-masing l rrsirat  dalam banyak k e j a d i a n  
alanl.  D i  dalam ke r t . a s  i n i ,  s a t u  l a g i  nombor 
bukan-nisbah ,  yanr: mungkin s e t a n d i n g  dengan 
p a i  dan c ,  d i p r r k e n a l k a n .  S i f a t - s i f a t ,  
i s t imewanyn d m  pe rwak i l an -pe rwak i l an  l a i n  
b a g i n y a  d inynLaknn.  S e t e r u s n y a ,  b e b e r a p a  
kemunculannya i i ib incangkan.  
1. Pengena lan  
Nombor bukan-nisbah yanp  p n l i n r  b i a s a  d igunakan i a l a h  p a i ,  
i a i t u  n i s b a h  d i  a n t a r a  bu la t a r i  dan diamcti.rny-i. Yang kedua  yang  
banyak t e r s i r a t  d i  dalam k c j a d i n n  alam i a l a h  e yang  b i a s a  d i t a k r i f k a n  
s e b a g a i  
had + h j  l / h  
T idak  r ama i  o r a n g  yang menyedar i  wujudnya s a t u  l a g i  nombor bukan-nisbah 
yang b e r k e l i b a r  s edemik ian  s e h i n g g a  b n l e h  mrnandingi  p a i  d a n  e .  Nombor 
I i n i  d i k e n a l i  s e b a g a i  k e r a t a n  emas dan akan d i t u l i s  d i  s i n i  s e b a g a i  $. 
P e r h a t  i k a n  persamaan kuasadua  
x 2 - x - 1 = 0  
1 Persamaan i n i  mempunyai dua p u n m  i a i t u  
I 
(1 + & ) / ?  dan (1 - v 5 ) / 2  
Kita t a k r i f k a n  $ s e h a g a i  punca jrrtun? d l  a tas .  P ~ ~ - ! l a t i i . ~ r i  bahawa punca 
kedua  h o l e h  dinyst ,akan dalam sebut,nn $ i a i t u  
1 - 6  (3) 
$ a d a l a h  sa tu-sa t ,unya  nombor yarlg mornpunyai s i f a t  h i l a  d i t o l a k  
s a t u  d a r i p a d a n y a ,  h a s i l n y a  i a l a h  sa l i r i gannya  i a i t u  l / $  Ikngan  
pengetahuan i n i ,  k i t a  h o l e h  j u g a  t u l i s  pimca kcdua  b a g i  persamaan (1) 
s e b a g a i  
- 1 I$ 
2. Perwaki lan-Perwaki la r i  La in  
S e p e r t i  j u g a  p a i  darr r y m i :  mempl 
s e l a i n  d a r i  t a k r i f  masing-masing, $ j uga  h o l c h  d i n y a t a k a n  s e p e r t i  
b e r i k u t  : 
( a )  dalam ben tuk  pecahan b e r t e r u s a n  
( b )  dalarn ben tuk  punca-dna hc r t e r r l snn  
l a i  
Pe rwak i l an  (5) mrmbol?t~k:in ki i n  m ~ n ~ i r n  h i n ~ g a  k e  ~ e b e r a p a  
t i t i k  p r r p u l u h a n  yang k i t a  ! ( ~ t i ~ r l i l % k i .  
3. Kemunculan-Kemunculan Keratan Emas 
Keratan emas t e l a h  d ike t ahu i  orang s e j a k  dulu k a l a  l a g i .  Misal- 
nya,  orang-orang Mesir dan Yunani d ipercaya i  t e l a h  menggunakan $ dalam 
pembinaan-pembinaan mereka. D i  dalam matematik, $ kerap  muncul d i  
dalam t e o r i  nombor, terutama sebaga i  had-had. D i  dalam matematik 
gunaan, i anya  t imbul  dalam pengoptimman, a n a l i s i s  berarigka dan geomet r i  . 
Ber iku t  ada lah  kemunculan-kemunculan @ yang saya  j m p a i  dalam bidang-bidang 
t e r t e n t u  (dan saya kumpulkan d i  s i n i ) ;  pembaca mungkin t e l a h  menemui 
contoh-contoh l a i n .  
3.1. Bio log i  
Pada awal kurun k? 1 3 ,  seorang s a i n t i s  bangsa I t a l i  yang d ikena l i  
sebaga i  Fibonacci  t e l a h  menjmpai  s u a t u  jujukan i n t ege r - i n t ege r  sernasa 
memerhatikan pembiakan a rnab .  Bel iau mengandaikan arnab-arnab mengambil 
masa sebulan  untuk mencapai per ingka t  kesuburan dan sebulan l a g i  untuk 
melahirkan dua ekor  anak. Katakan F ada lah  h i langan  pasangan arnab 
n 
yang hidup s e l epas  n bulan.  Bermula d a r i  sepasang a rnab ,  k i t a  pe rha t i -  
kan : 
- 
Fn - Fn-l + F n - ~  bag i  n = 2, 3 ...... (8) 
K i t a  t e l a h  dapat s u a t u  persamaan perbezaan (8) bersama s y a r a t  permulaan 
( 7 ) ,  yang menghasilkan s u a t u  jujukan i n t ege r - i n t ege r  1, 1, 2 3, 5 ,  8,  
1 3 ,  21, ...... Jujukan i n i  d i k e n a l i  dengan jujukan Fibonacci. K i t a  
bo leh  s e l e sa ikan  persamaan perbezaan di a t a s  untuk mendapatkan rangkapan 
bag i  sebutan  umum dalam n .  
Perhat ikan persamaan c i r i a n  bag i  (8) adalah s e t a r a  denpan persa-  
maan ( 1 ) ;  j a d i ,  n i l a i - n i l a i  c i r i annya  i a l a h  $ dan 1-6. Memasukkan 
sya ra t - sya ra t  permulaan d i  dalam 
1 k i t a  d a p a t i  hahawa - 1 - - [ 'n f i  - i 1-@ l n + l  ] (10) 
had F 
n + l  = $ 
"- 
' 
Had d i  dalam (11) boleh juga  digunakan untuk mengira n i l a i  $ hingga 
ke seberapa  t i t i k  perpuluhan yang dikehendaki .  Dengan n=27, k e j i t u a n  
' 9 t i t i k  perpuluhan bo leh  d i c a p a i .  
Adalah m u n ~ k i n  m e n ~ h a i r a n k a n  yang s u a t u  rangkapan mpl ibatkan 
nombor bukan-nisbah $ boleh mrnjanakan s u a t u  ju jukan nombor-nombor yang 
semuanya t e r d i r i  d a r i  i n t p g p r  b e l a k a .  
Penggunaan ju jukan Fibonacci  banyak t e r d a p a t  d i  dalam bidang- 
bidang l a i n  s e p e r t i  t e o r i  nombor dan pengoptimuman. 
Dengan pengetahuan t e n t a n g  penye lesa ian  ( 1 0 )  kepada ju jukan 
F ibonacc i  ( 7 )  dan ( a ) ,  k i t a  dengan mudah boleh membuktikan hahawa 
8 3 . 2 .  Masalah Pengoptimuman 
I 
Dalam masalah pengoptimuman, k i i a  s p r i n g  mencari  maksimum a t a u  
minimum b a g i  s u a t u  f u n g s i ,  kndangkala t e r t a k l u k  kepada kekangan- 
kekangan t e r t e n t u .  D i  s i n i ,  klLa akan bincangkan s u a t u  kaedah c a r i a n  
dalam mat ra  -1, i a i t u  untuk mem?ksimumkan s u a t u  f u n g s i  dalam s a t u  
pembolehubah, t anpa  kekangam, dan di mana t e r b i t s n n y a  t,idak d i k e t a h u i .  
s e l a  i n i ,  supaya 
a  3 
"4 
( l i h a t  gambarajah 1 
Katalah s e l a  ( a l  , a _  ) mrngurllrlg maksimnm b a g i  f (x) yang d i -  I' 
kehendaki.  Letakkan t i l . i k - l . i t i k  a. clan a,, s e c a s a  h e r s i m e t r i  dalam 3 
Gambarajah 1 
Kiralah fi = f ( a . )  i = 1, 2 ,  3, 4 
1 
Maka samada f4 > f 3 
J i k a  (15)  berlaku,  maka ( a  a ) mengurung maksimum dan j ika  (16)  3' 2 




f,, > f 3 
Label semula (a a ) 3' 2 
Letakkan dengan bers imet r i  
b3 = (1-B)b 1 + Bb 2 
a t a u  a 4 = (1-B)a3 + @a2 
Gunakan (12)  dan (13)  : 
1 - 2a B =  l - a  
f4 C f 3 
l a b e l  semula ( a , ,  a 4 )  
Letakkan secara  bersimetr i  
b4 = Bbl + (1-P)b2 
a t au  a 3 = Bal + (1-B)a4 
Gunakan (12 ) dan (13)  
1 - 2a 
6 = l - a  
Kira b = (1-R)b + Rb 3 1 2 
7 Dalam kedm-dua. ha1 i l ! i ,  O mempnnyai n i l a i  y a n g  sama i a i t u  yang d i t e n t u k a n  seca ra .  t u n g g a l  olr.11 a .  Kaedah i n i  b o l e h  d i t e r u s k a n  dengan 
I c a r a  yang sama, pemhaliagian s e l a  s e c a r a  h e r s i m e t r i  d i lak l rkan  b e r t u r u t -  t u r u t  sehi r igga  p a n j a n g  ~ e l n  d a l a h  rukup k e c i l .  
J u j u k a n  prcnhan-r~ecahzn a ,I3 , . . . ho leh  d i l a b e l  semula  dengan 
I 
l e b i h  mudah s e b a g a i  al, f12 , n3 ... dan pecahan-pecahan i n i  memenuhi 
hubungan r e k u r s i  
P i l i h a n  p e r l u  d i b u a i  b a c l  n i l a i - n i l a i  a .  yang  memenuhi ( 1 7 ) .  
1 
S u a t u  c a r a  yang b i a s a  i a l o n  dcngan memilih 
D e n ~ a n  p i l i h a n  i n i  , llubungan (17 ) menahas i lkan  
i a i t u  a = 2 - $ 
Kaedah yang meng~unnkan  n i l r t i - n i l a i  s edemik ian  dinamakan 
kaedah c a r i a n  emas. 
Cara kedua  menggunnkan nombor-nombor d i  dalam j u j u k a n  F i b o n a c c i ,  
yang  memulakan p r o s e s  dengan s i m t n  nombor, N ,  b i l a n g a n  pembahagian 
s e l a ,  yang d i b e r i .  Denyan 
hubungan (1'7) akan d i p e n u h i .  Kaedah k e d m  i n i  d i k e n a l i  s e b a g a i  
c a r i a n  F i b o n a c c i .  Kaedah i n i  mendapatkan h a s i l  17% l e b i h  b a i k  d a r i  
kaedah k e r a t a n  emas. 
Berbanding dengan kaedah-kaedah c a r i a n  dalam matra-1 yang l a i n ,  
c a r i a n  F ibonacc i  s e r i n g  dianggap suat,u kaedah yang opt ima b a g i  s u a t u  
b i l a n g a n  langkah yang t e r t e n t l ~  kerana pembahagian s e l a  t e r b a i k  akan 
didapatkar?.  T e r b i t a n  t i d a k  d iper lukan .  Algoritmanya mudah te ru tama 
b i l a  komputer digunakan. Tambahan p u l a ,  hanya 4 t i t i k  p e r l u  disimpan 
d i  s e t i a p  langkah dan s r l a  t e r a k h i r  boleh d i k i r a  d i  permulaan p roses .  
3.3. T e o r i  Nombor 
Walaupun t e o r i  nombor hanya membincan~kan s i f a t - s i f a t  i n t e g e r ,  
nombor bultan-nisbah k e r a t a r ~  emas kerap  mlmcul, terutamanya sebaga i  
s u a t u  had b a g i  rangkapan-rangka.pan t e r t e n t u .  P i  s i n i  s a y a  akan b e r i  
contoh d i  dalam t e o r i  p a r t i s i .  
T e o r i  p a r t i s i  a d a l a h  ::ilatu b idang  t.mri nombor tambahan, s u a t u  
p e r k a r a  berkenaan dengan perwaki lan i n t e g e r - i n t e g e r  s e b a g a i  h a s i l -  
tambah-hasiltambah i n t e g e r - i n t i - g r r  l a i n .  
Sua tu  p a r t i s i  b a ~ i  s u a t u  i n t e g e r  bukan-negatif  n ada lah  sua tu  
perwaki lan n sebaga i  suat.11 has i l tambah i n t e g e r - i n t e g e r  p o s i t i f ,  d i -  
namakan bahagian-bahagian bag i  p a r t i s i  i t u .  T e r t i b a n  bahagian-bahagian 
t i d a k  d i a m b i l k i r a .  
Contoh P a r t i s i - p a r t i s i  hag i  5 i a l a h  : 
J i k a  k i t a  t a k r i f k a n  - ( T I )  sebaga i  b i l a n g a n  p a r t i s i  b a g i  nombor 
n ,  maka k i t a  l i h a t  p ( 5 )  = 7 dan p ( 0 )  = 1. 
Dua t,okoh terkemnka dal.am t p o r i  nombor, f iardy dan Ramanujan, 
t e l a h  mendapatkan s u a t u  rangkapan t e p a t  b a g i  p ( n )  b a g i  sebarang  
i n t e g e r  n,  dan adalah menarik memerhatikan bahawa rangkapan i t u  
mel iba tkan  t e r b i t a n  d/dn.  Ilengan aiianya rumusan s e p e r t i  i t u ,  dapa t l ah  
prang mengira p ( n )  b a g i  i n t r ~ r r  n yang b e s a r .  Misalnya,  t e l a h  di- 
d a p a t i  yang 
p ( 2 ~ O )  = 1,9'12,Q?9,0?9,?08 
Sebenarnya, p ( n )  bukanlah semudah yang d i l i h a t  d i  s i n i .  Rarnanujan 
t e l a h  mendapati 
p (5n  + 4 )  = Omod 5 ,  
dan k a j i a n  kongruen-kongruen s e p e r t i  i n i  mel ibatkan s i f a t - s i f a t  dalam 
b a g i  fungsi- fungsi  modul e l l i p t i k .  
Sua tu  teorem o l eh  E u l e r  menyatakan, b i l angan  p a r t i s i  bag i  sua tu  
i n t e g e r  n dimana semua bahagian ada lah  g a n j i l  ada l ah  sama dengam 
b i l a ngan  p a r t i s i  bag i  n d i  mana semua bahagian ada lah  b e r l a i n a n .  
Contoh 
Terdapat  3 p a r t i s i  bag i  5 kepada bahagian-bahagian g a n j i l :  
5,  3+1+1, 1+1+1+1+1 
Terdapat 3 p a r t i s i  bag i  kepada bahagian-bahagian be r l a i nan :  
5,  4+1 ,  3+2 
Kita pendekkan c e r i t a  dengan mentakrifkan dua f u n g s i ,  i a i t u  
D ( n )  dan D '  ( n )  , dan s e t e r u s n y a  menyatakan s u a t u  k a i t a n  a n t a r a  kedua- 2 2 
duanya dengan ke r a t an  emas. Kedua-dua fungs i  i n i  muncul dalam 
i d e n t i t i - i d e n t i t i  Rogers-Ramanujan yang memainkan s u a t u  peranan utama 
dalam t e o r i  nombor tambahan. 
Takri fkan D ( n )  bag i  s u a t u  i n t e g e r  n sebaga i  b i l angan  p a r t i s i  2 
ba g i  n dimana sebarang dua bahagian mempunyai perbezaan sekurang-kurang 
nya 2. 
Contoh ?. 
P a r t i s i - p a r t i s i  bag i  5 yang srdemikian i a l a h  
5,  4+1 
J a d i ,  ~ ~ ( 5 )  = 2.  
Takri fkan juga ~ ; ( n )  bag i  s u a t u  i n t e g e r  n sebaga i  b i l angan  
I p a r t i s i  b a g i  n d i  rnana seharang  dua bahagian mempunyai perbezaan 
I 
sekurang-kurangnya 2 dan semua bahagian ada lah  l e b i h  d a r j  1. 
Contoh 
I P a r t i s i - p a r t i s i  b a g i  5 yang sedemikian i a l a h  5 .  
J a d i ,  D i ( 5 )  = 1 
I 
Teorem b e r i k u t  dinyat,akan t a n p a  b u k t i  : 
3.4. A n a l i s i s  Berangka 
Kaedah sekan ada lah  su8t11 kaedah b p r a n ~ k a  yang holeh digunakan 
untuk menganggar s u a t u  punrn nya ta  b a g i  s u n t u  perqamaau 
Katalah punca sehenar  bagi (1) yang t i d a k  d i k e t a h u i  d i t u l i s  
s e b a g a i  5. Hermula dengan dua t r k a a n  awal ,  x dan x kepada 
C) 1' 
punca i ,  s u a t u  ju jukan nomhor-nombor x , x,,, x:, . . . . yang harnrdr- 
hampir p a s t i  mpnumpu krpncla < lrol eh dirlapatkan , m c l a l u l  a1 gor i tma 
h e r i k u t  : 
D a l a m  menyanal i sakan s u a t u  n l g o r i t m a  he rungka ,  k i t a  s e r i n g  b e r -  
t a n y a ,  "be rapa  l a j u k a h  penimunpila~i?" S u a t u  r a r a  menjawab s o a l a n  i n i  
i a l a h  dcngan mpmerhatiknn bagaimanakah ralat  menyusut .  I n i  b o l e h  d i -  
l i h a t  dengan m-mbandingkan mlat-ralat  d i  dua l angkah  b e r t u r u t a n .  
K i t n  t n k r i f k a n  p e r i n g k a t  penumpuan b a g i  s u a t u  a l g o r i t m a  be rangka  
s e b a g a i  s u a t u  nomt~or nyat,a k ,  j i k a ,  b a g i  semua n ,  ralat d i  l angkah  
k e  n b e r k a d a r n n  l angsung  dengan k u a s a  k ra la t  d i  l angkah  k e  ( n - l ) ,  
y a k n i ,  j i k n  
e  = r 
k b a g i  n = 1, 2 ,  3, ... 
n + l  n ( 2 1 )  
J i k a  ralat  yanp; wr~ jud  d i  awn1 p r o s e s  i a l a h  k e c i l ,  i a i t u  mak 
( 1 eo 1 ,I e l  1 ) < 1, maka .j i k a  k 3 1, ra la t  akan s e n t i a s a  menyusut b i l a  
n ber tambah b e s a r .  1Ienp;sn k ya.ng l ~ b i h  b e s a r ,  k e l a j u a n  penyusu tan  
ralat a k m  bertambah l a p i .  Misa lnya ,  j i k a  k = 2 ,  dan angga ran  d i  
l a n g k a h  k e  n a d a l a h  j i t u  kepada  r i m  t i t i k  p e r p u l u h a n ,  maka angga ran  d i  
l angkah  k r  ( n + l )  xda lah  j i t 1 1  kepada  empat t i t i k  p e r p u l u h a n ,  anggaran  
d i  l a n g k a h  k e  (n+;') j i t u  k ~ p a d a  l a p a n  t i t , i k  p e r p i ~ l u h a n ,  dan  s e t e r u s n y a .  
J a d i n y a ,  kaerlah yang m~mpunyni  p r r i n g k a t  penlunpuan yang  t i n g g i  akan 
menumpu dongan l a j u  pads k ~ l z z i m a n n y a .  Pada  ke laz imannya  j u g a ,  s u a t u  
kaedah dengan p e r i n g k a t  penumr~uan yarig t i n g g i  a d a l a h  s u k a r  d igunakan,  
s a m ~ d a  syara! .-syarat  bag;  peni?gllnaarlnya a d a l n h  k e t a t  a t a u p u n  a l g o r i t m a n y a  
s e n d i r i  a d a l ~ t h  r rmi t .  Dalam prmi l i l l an  aritara b e b e r a p a  kaedah ,  s u a t u  
kompromi t ,e rpaksa  r l i lakukan . 
Sekaranfi  k i t , a  a.kar~ ljulii ; kn.n bxhawa p e r i n g k a t  penurnpan bag i  
kaedah s e k a n  a d a l a l )  i r h i  t~ ln~rnn t :  6 
P e r h a t i k a n  d n r i  ( < ' I )  ,y:inc b a g i  apa-upa kaedah b e r ~ e r i n g k a t  
penumpuan k ,  
dan 
Katalah kaedah sekan mempunyai peringkat penumpuan k. 
Dari (20 )  dan (19 ) ,  
Melalui s ir i  Taylor,  
2 f ( 5  - ei )  = f ( 5 )  - e i f 8 ( 5 )  + ei f n ( 5 )  -+ .... (25)  
- 
2 
Memasukkan (25)  bagi  i = n-1, n, ke dalam ( 2 4 ) ,  mengingatkan bahawa 
f (  5 )  = 0 ,  s e r t a  mempermudahkan rangkapan yeng t e r h a s i l ,  k i t a  akan 
dapat i 
i a i t u  e a e e  
n+l n-1 n 
i a i t u  k memenuhi persamaan (1). Oleh kerana peringkat penumpuan adalah 
suatu  nombor p o s i t i f ,  maka peringkat penumpuan bagi kaedah sekan adalah 
lebihkurang $. 
Kaedah sekan se r ingka l i  dianggap sebagai sua tu  kaedah optima 
bagi  menyelesaikan suatu  persamaan t a k l i n e a r  bagi  punca-pmca nyata, 
3.5. Geometri  
Seba rang  p e r t ~ i n c a n ~ n n  t?nl . -?ng k n r a t o n  m a r  akan t e r n y a t a  caca t ,nya  
j i k a  t i d a k  menyontuh biiiang g e n m e t r i ,  k r r a n a  iii d n l m  g e o m e t r i l a h  nombor 
i n i  pe r t ama  k a l i  digi lnakan da.lanl se ja . ra t i .  
S u a t u  seg iempa t  t ~ p n t ,  ai lalnh s e g i r m p a t  emas j i k a  n i s b a h  p a n j a n g  
kepada  l e b a r  bag j  scgiempat, i t.11 arinlah 4 . S u a t u  s i f a t  menar ik  h a g i  
. . 
s u a t u  sogiempat  emas i t  .I lka. kil,:i p n t o n p k m  seg iempa t  sama yeng 
t e r b e s a r  d i  dnlamnyn. maka ynng  t . i r 1 g ~ ~ 1  i ida ld i  s u a t u  s e g i ~ r n p a t  emas juga!  
( L i h a t  gambarajah 4). 
Gambarajah 4. Segiernpat Emas 
4. 17erllit,up 
I1nr.i perbincani;an ili a t .  . i r l  a s  ! ;ill bahnwa k e r n t a n  iimas memain- 
kan s u a t u  pe ranan  ~ u . , ? m n ,  3 i 1 : l m  r i ~ i  s e h a r i a n  , k h ~ l s u s n y a  di dalam 
b e r b a g a i  h j d a n c  rna t rnn t ik .  
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